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Riordinamento di serie a valori reali

(o] o0
Definizione 1 Un riordinamento di una serie E an € una serie della forma E Qg , dove
n=1 k=1

o ¢ una permutazione di N, ossia, 0 : k € N — o, € N é una applicazione iniettiva e suriettiva.

In altri termini, un riordinamento di una serie reale > a,,, € una serie ottenuta ‘commutando’
i termini a,,: ovviamente, nel caso la serie sia una somma, finita, per la proprieta commutativa,
il risultato della somma non varia. Questo fatto rimane vero per tutte le serie assolutamente
convergenti o a termini positivi:

Proposizione 2 (i) Il valore (finito o infinito) di una serie a termini positivi non cambia
riordinando la serie.

(ii) Riordinando una serie reale assolutamente convergente si ottiene una serie assolutamente
convergente con lo stesso valore della serie data.

Dimostrazione (i): siano ax > 0 e sia ¢ una qualunque permutazione di N. Si fissi n € N.
Essendo o biunivoca, esistono numeri naturali j; < --- < j, tali che o;, = k per ogni
1 <k < n. Dunque

n n Jn S
Dot =D 4, £ a0, S ak,
k=1 k=1 j=1 k=1

da cui segue la tesi.
(ii): sia Y a,, una serie assolutamente convergente e sia ¢ una qualunque permutazione di N.
La tesi segue dal punto (i) osservando che'

o0

oo oo o0
+ + - _
doag = al g =) o |
j=1 n=1 j=1 n=1

S

Le cose, pero, cambiano completamente nel caso di serie convergenti ma non assolutamente
convergenti (ossia, nel caso di serie ‘condizionatamente convergenti’):

Proposizione 3 (Teorema della serie di Riemann) Data una serie condizionatamente
convergente e dato un qualunque elemento di R*, esiste un riordinamento della serie conver-
gente a tale elemento.

(oo}

Dimostrazione Sia E a, una serie condizionatamente convergente e A € R*. Osserviamo,
n=1

innanzitutto, che dalle ipotesi segue che?

o0 oo
ot =t 3ar
n=1 n=1
Siano {7;} e {g;} le due successioni strettamente crescenti a valori in N tali che:
N:={neN|a, >0} = {75/ €N},  N:={neN|a, <0} =:{g;|jeN};

ossia {az, } sono tutti i termini non negativi della serie (ordinati con indice crescente), mentre
{ag,} sono tutti i termini negativi (ordinati con indice crescente). Chiaramente, NNN=g2
e NUN=N.

18i ricordi che ¥ := (|z| £ ©)/2 denota la parte positiva/negativa di z e che: |z| = T + 2~ e che
z=at —z~.

2 Infatti, se, ad esempio, fosse Z aI < 400, allora si avrebbe anche Z a, = Z an — Z aI € R e quindi
Z lan| = Z(ai + a,, ) < +oo contrariamente alle ipotesi fatte.
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Supponiamo, ora, che A € R e costruiamo ricorsivamente una permutazione ¢ di N tale che

Za,,j =A. (1)
j=1

Primo passo: poniamo?:

n ni
n1 ::min{nZl’Za(—,j>)\}; S1 ::Zagj;
=1 j=1

ny = n1; o;=0;,V1<j<n;.

Si noti che, da tali definizioni segue che?:
ny
Slzz:agj, /\<51§/\+agnl.
j=1
Secondo passo: poniamo®:

n ny
lemin{n21‘51+2azj<)\}; 52::51+Za£j;
j=1 j=1

ng = N1 + 0 ; Ot =05, V1<j<my.

Si noti che, da tali definizioni segue che:
na
S2=Y a5, Atas, <Sy<A.
j=1
Terzo passo: poniamo

n no
ﬁg::min{nzm‘&—&— Z a6j>/\}; S3 =55 + Z ag; ;
j=n1+1 J=ratl
n3 =mn; + na; Onotj =04, VA1 +1<j<na.

Si noti che, da tali definizioni segue che:
ns
S3=> a5, A<S3<Atd,,, .
j=1

Iterando tale costruzione, otteniamo una successione strettamente crescente {ny}, una per-
mutazione o di N e una successione {Sy} tali che, per ogni k € N,

ny
Sk = Zaaj v Sop <A< Sap-1, A= Skl =lag, |-

j=1

Poiché > a,, & convergente, a,, — 0 e quindi S,, — \, ossia, vale (1).

oo oo
3 Tale 11 € N esiste poiché Z a5, = Zaz = +o0.
1

j=1
n1

4Per definizione di n1 = 71, (Z agj) — Aoy, <A

oo
5 Tale n, € N esiste poiché Z ag; = Za; = —o0.
Jj=1 1
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La costruzione nel caso A = 400, & del tutto simile e viene lasciata per esercizio®. i

Esercizio Dimostrare che se ) a,, ¢ condizionatamente convergente, allora per ogni succes-
sione {A;} di numeri reali, esiste una successione strettamente crescente {ny} a valori in N e
una permutazione o di N tale che”

2

E (lgj ~ )\k-

j=1

6Ad esempio, nel caso A = 400, si possono costruire una successione strettamente crescente {ny}, una
Nk41
permutazione o di N e una successione {Si} tali che, per ogni k € N, S = E ao; , Sor < k <
j=1
Sok—1, |A—=Sk|= |a°"k |, il che, naturalmente, implica che Sy — 4o0.

7Si ricorda che {ay} ~ {by} significa che lim k.
k



